Ejercicios de PAU sobrantes 2010 Álgebra


1. Modelo 1. Ejercicio 3 de la Opción A de Sobrantes de 2010

 

Considera el sistema

3x − 2y + z = 5
2x − 3y + z = −4

(a) [1’5 puntos] Calcula razonadamente un valor de λ para que el sistema resultante al añadirle la ecuación

               x + y + λz = 9 sea compatible indeterminado. 
(b) [1 punto] ¿Existe algún valor de λ para el cual el sistema resultante no tiene solución? 

Solución

(a)

Para que al añadirle la ecuación x + y + λz = 9, sea un sistema compatible indeterminado, tenemos que tener rango(A) = rango(A*) < 3, que es el nº de incógnitas, siendo:

[image: image138.png]


la matriz de los coeficientes del sistema y [image: image2.png]


la matriz ampliada.

En A como [image: image3.png]


, el rango de A ya es 2. 
Para que el rango de A no sea 3 su determinante (|A|) tiene que ser 0.

|A| = [image: image4.png]-21 3 21 3 -2 1]Adjuntos
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λ(-3-2) = -5λ =0, de donde λ = 0.

Veamos que con λ = 0 rango(A*) = 2.

En 
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,
por tener una fila de ceros, tenemos rango(A*) = 2.
(También se podría calcular el valor de este determinante por la regla de Sarrus)
Si λ ≠ 0 por el Teorema de Rouche al ser rango(A) = rango(A*) = 3 = nº de incógnitas, el sistema es compatible y determinado y tiene solución única.

Si λ = 0 por el Teorema de Rouche al ser rango(A) = rango(A*) 2 < nº de incógnitas, el sistema es compatible e indeterminado y tiene infinitas soluciones.

(b)

En este ejercicio no hay ningún valor de λ para el cual el sistema sea incompatible y no tenga solución, pues tendría que darse rango(A)  rango(A*), lo cual no es nuestro caso.

2. Modelo 1. Ejercicio 3 de la Opción B de Sobrantes de 2010

Considera las matrices A = [image: image7.png]


y B = [image: image8.png]



(a) [0’5 puntos] Determina los valores de α para los que A tiene inversa. 

(b) [1’25 puntos] Calcula la inversa de A para α = 1. 

(c) [0’75 puntos] Resuelve, para α = 1, el sistema de ecuaciones AX = B.

Solución

(a)

Para que A tenga inversa A -1 = (1/|A|).Adj(At), su determinante ( |A| ) no puede ser cero.

|A| = [image: image9.png]1 2 3|Adjuntos
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0 -2(3-3α) + α(1-2α) = -2α2 + 7α - 6.

Si |A| = 0, tenemos +2α2 + 7α – 6 = 0, y salen como soluciones α = 2 y α = 3/2,
por tanto si α  2 y α  3/2, existe la matriz inversa de A

(b)

Inversa de A para α = 1 

A = [image: image10.png]


, 
A -1 = (1/|A|).Adj(At). 
Teniendo en cuenta el resultado del apartado (a) tenemos que
|A| = -2(1)2 + 7(1) – 6 = -1

At = [image: image11.png]


;
 Adj(At) = [image: image12.png]5 43
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; 
A -1 = (1/|A|).Adj(At) = [image: image13.png]]
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(c)

Para α = 1 existe A -1 y podemos multiplicar por la izquierda la expresión A.X = B,
 Obteniendo

 A -1. A.X = A -1. B,
 de donde

          I.X = X = A -1. B =
 [image: image14.png]]

-3
0
1

-4
-

5
1
2 2

|



.[image: image15.png]


 = [image: image16.png])




3. Ejercicio 3 de la Opción A de Junio de 2010
Sean las matrices 
A = [image: image17.png]


, 
B = [image: image18.png]CENES

o




y C = [image: image19.png]



(a) [0'5 puntos] Indica los valores de m para los que A es invertible.

(b) [2 puntos] Resuelve la ecuación XA – Bt = C para m = 0. (Bt es la matriz traspuesta de B)

Solución

A = [image: image20.png]


,      B = [image: image21.png]CENES

o



      y      C = [image: image22.png]



(a) 

A es invertible si y solamente si det(A) = |A| ≠ 0.

det(A) = |A| = [image: image23.png]


= 1(-m2 - 3) – 0 + (-1)(-4m) = -m2 + 4m – 3.

Si |A| = 0, -m2 + 4m – 3 = 0. Resolviendo esta ecuación nos sale m = 1 y m = 3.

Para m ≠ 1 y m ≠ 3, A es invertible y existe A-1.

(b)

Resuelve la ecuación XA – Bt = C para m = 0. 

XA = Bt + C. Como existe A-1 multiplicamos ambos miembros por la derecha por A-1.

XAA-1 = (Bt + C)A-1, operando nos queda X = (Bt + C)A-1.

Calculamos A-1, con m = 0

A -1 = (1/|A|).Adj(AT)

A = [image: image24.png]T
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= (-3)(1) = – 3.
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,
 Adj(At) = [image: image27.png]


,
 A -1 = (1/|A|).Adj(AT) =[image: image28.png]



Calculamos (Bt + C) = [image: image29.png](
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+ [image: image30.png]


= [image: image31.png]



X = (Bt + C)A-1 = [image: image32.png])G
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4. Ejercicio 3 de la Opción B de Junio de 2010
Sea el siguiente sistema de ecuaciones

 λx + y + z = λ + 2

2x - λy + z = 2

  x - y + λz = λ

(a) [1’75 puntos] Discútelo según los valores de λ. ¿Tiene siempre solución?

(b) [0’75 puntos] Resuelve el sistema para λ = -1.

Solución

(a)

La matriz de los coeficientes del sistema es [image: image33.png]e <
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y la matriz ampliada [image: image34.png]11 M2
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.

Si det(A) = |A|  0, rango(A) = rango(A*) = 3. El sistema es compatible y determinado y tiene solución única.

[image: image1.png]



(λ)(-λ2+1) – (1)(2λ-1) + (1)(-2+λ) = - λ3 - 1. (Lo he desarrollado por los adjuntos de la 1ª fila)

Resolvemos |A| = 0, es decir - λ3 - 1= 0, de donde λ3 = -1 y por tanto λ = -1

Si λ ≠ -1, tenemos |A| ≠ 0 con lo cual rango(A) = rango(A*) = 3 = nº de incógnitas, y por el teorema de Rouche el sistema es compatible y determinado y tiene solución única.

Si λ = -1, 
[image: image35.png]


y [image: image36.png]



En A como [image: image37.png]


, tenemos rango(A) = 2

En A* como la 1ª y 3ª filas son proporcionales tenemos rango(A*) = 2

Como rango(A)= 2 = rango(A*) < nº de incógnitas, por el teorema de Rouche el sistema es compatible e indeterminado, y tiene infinitas soluciones.

Por tanto el sistema siempre tiene solución

(b) 

Nos piden resolverlo si λ = -1. 

Hemos visto que como rango(A)= 2 = rango(A*) < nº de incógnitas, por el teorema de Rouche el sistema es compatible e indeterminado, y tiene infinitas soluciones.

Como rango(A)= rango(A*) = 2 < nº de incógnitas, tenemos sólo dos ecuaciones (las dos primeras, con las que hemos calculado el rango de A) y dos incógnitas principales..

-x + y + z = 1

2x + y + z = 2. 

Tomamos z = λ nº real.

A la 2ª ecuación le resto la 1ª tenemos 3x = 1. De donde x = 1/3. 

Sustituyendo en -x + y + z = 1, nos resulta -1/3 + y + λ = 1, de donde y = 4/3 – λ.

La solución del sistema es (x, y, z)= ( 1/3, 4/3 - λ, λ) con λ nº real.


5. Modelo 3. Ejercicio 3 de la Opción A de Sobrantes de 2010

 

Considera las siguientes matrices 
A = [image: image38.png]



y B = [image: image39.png]



(a) [0’75 puntos] Calcula A -1. 

(b) [1’75 puntos] Resuelve la ecuación matricial AXAt − B = 2I, donde I es la matriz identidad de orden 2 y At es la matriz traspuesta de A.

Solución

(a)

A = [image: image40.png]



Para que A tenga inversa A -1 = (1/|A|).Adj(At), su determinante ( | | ) tiene que ser distinto de cero.

|A| = [image: image41.png]


-1  0

A t = [image: image42.png]


;

 Adj(At) = [image: image43.png]


;

 A -1 = (1/|A|).Adj(At) = [image: image44.png]



(b)

Antes de realizar este apartado tenemos que recordar que (A -1) t = (A t) -1, por tanto la inversa de la traspuesta es la traspuesta de la inversa.

(A t) -1 = [image: image45.png]



De AXAt − B = 2I, tenemos AXAt = B + 2I. 
Multiplicando esta expresión por la izquierda por A -1 y por la derecha por (A t) -1 tenemos:

A -1.AXAt.(A t) -1 = A -1.(B + 2I).(A t) -1. Por definición de matriz inversa tenemos

I.X.I = X = A -1.(B + 2I).(A t) -1 =

[image: image132.png]A=l A 1



[image: image133.png]


[image: image134.png]


[image: image135.png]



 .[ + 2. ]. = 
= [image: image46.png]


.[image: image47.png]


.[image: image48.png]


=[image: image49.png]


.[image: image50.png]


=[image: image51.png]



6. Modelo 3. Ejercicio 3 de la Opción B de Sobrantes de 2010
[2’5 puntos] Obtén un vector no nulo v =(a, b, c), de manera que las matrices siguientes tengan simultáneamente rango 2.

A = [image: image52.png]




B = [image: image53.png]



Solución

v =(a, b, c),
 A = [image: image54.png]




B = [image: image55.png]



En A como [image: image56.png]


el rango de A ya es 2.

En B como [image: image57.png]


el rango de B ya es 2.

Para que rango(A) = rango(B) = 2, sus determinantes ( | | ) han de ser 0.

|A| = [image: image58.png]


={Adjuntos 2ª fila} = 1(-1)(c-a) +0 + b(-1)(0) = a – c = 0, de donde a = c. 

|B| = [image: image59.png]


={Adjuntos 1ª fila} = 2(1)(-c-b) +0 + a(3) = 3a – 2b – 2c = 0. Como a = c tenemos 3c-2b-2c = 0, de donde b = c/2. 

El vector pedido es v =(c, c/2, c), con "c" cualquier nº distinto de cero porque no puede ser nulo el vector v.

7. Ejercicio 3 de la Opción A de Junio de 2010 (Colisiones)
Sea la matriz
 A = [image: image60.png]


.

(a) [1’25 puntos] Comprueba que se verifica 2A − A2 = I. 

(b) [1’25 puntos] Calcula A-1. (Sugerencia: Puedes utilizar la igualdad del apartado (a)).

Solución

A = [image: image61.png]


.

(a)

A2 = [image: image62.png]


.[image: image63.png]


= [image: image64.png]


; 2.A = [image: image65.png]



Veamos que 2A – A2 = I, siendo I la matriz identidad de orden 3.

2A – A2 = [image: image66.png]


- [image: image67.png]


= [image: image68.png]


, como queríamos ver.

(b)

Sabemos que una matriz cuadrada A tiene matriz inversa B si A.B = B.A = I.

Utilizando la igualdad 2A – A2 = I, y sacando factor común la matriz A por la derecha tenemos (2I – A).A = I, y por la definición de inversa tenemos que A-1 = 2I – A , es decir:

A-1 = 2I – A = [image: image69.png]


- [image: image70.png]


= [image: image71.png]|
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Si multiplicásemos A por A-1 nos saldría I.

8. Ejercicio 3 de la Opción B de Junio de 2010 (Colisiones)
Considera el siguiente sistema de ecuaciones 

(m + 2)x – y – z = 1

         –x – y + z = –1

        x + my – z = m

(a) [1’75 puntos] Discútelo según los valores de m.

(b) [1 punto] Resuelve para el caso m = 1. 

Solución

Sea A = [image: image72.png]|
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  la matriz de los coeficientes            y A * =[image: image73.png]A1
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   la matriz ampliada.

Para que el sistema tenga solución única, por el Teorema de Rouche, rango(A) = rango(A * ) = 3 = nº de incógnitas, por tanto el determinante de A tiene que ser distinto de cero.

|A| = [image: image74.png]


-(m-1)(m+2-1) = -(m-1)(m+1). 

Si |A| = 0, tenemos -(m-1)(m+1) = 0, de donde m = 1 y m = -1.

Por tanto para m ≠ 1 y m ≠ - 1 el sistema es compatible y determinado, y tiene solución única.

Si m = 1

Tenemos A = [image: image75.png]


la matriz de los coeficientes y A * =[image: image76.png]


la matriz ampliada.

Vemos que rango(A) = 1, pues las tres filas son iguales.

En A como [image: image77.png]


= - 4 ≠ 0, tenemos rango(A) = 2.

En A * como [image: image78.png]311
b1 -



= 0, por tener la fila 2ª y 3ª proporcionales tenemos rango(A*) = 2.

Como rango(A) = rango(A*) = 2 < nº de incógnitas, por el Teorema de Rouche el sistema es compatible e indeterminado y tiene infinitas soluciones.

Si m = - 1

Sea A = [image: image79.png]


la matriz de los coeficientes y A * =[image: image80.png]


la matriz ampliada.

En A como [image: image81.png]


= - 2 ≠ 0, tenemos rango(A) = 2.

En A * como [image: image82.png]


(-2)(-2) = 4 ≠ 0, rango(A*) = 3.

Como rango(A) = 2  rango(A*) = 3, por el Teorema de Rouche el sistema es incompatible y no tiene solución.

(b)

Si m = 1 hemos visto que rango(A) = rango(A*) = 2 < nº de incógnitas, y el sistema era compatible e indeterminado y tenía infinitas soluciones. Para resolverlo tomamos dos ecuaciones y dos incógnitas principales.

Tomamos las dos primeras ecuaciones (con las que hemos calculado el menor distinto de cero).

3x – y – z = 1








3x – y = 1 + t

–x – y + z = –1. 

Si z = t con t nº real, tenemos


–x – y = –1 - t.

La solución del sistema en este caso es (x,y,z) = (1/2+(1/2)t, 1/2+(1/2)t, t) con t nº real.

9. Ejercicio 3 de la Opción A de Septiembre de 2010 (Ordinario)
(a) [1’75 puntos] Discute, según los valores del parámetro λ, el siguiente sistema de ecuaciones 

          -x + λy + z = λ

λx + 2y + (λ +2)z = 4

         x + 3y + 2z = 6- λ

(b) [0’75 puntos] Resuelve el sistema anterior para λ = 0.

Solución

Sea A = [image: image83.png]]
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la matriz de los coeficientes y A * =[image: image84.png]4
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la matriz ampliada.

Para que el sistema tenga solución, por el Teorema de Rouche, rango(A) = rango(A *).

|A| = [image: image85.png]2| = |n

2




-( λ+3)(-λ-2-λ) + 3(-2- λ2) = -λ2 + 8λ.

Si |A| = 0, tenemos -λ2 + 8λ = λ(-λ+8) = 0, de donde λ = 0 y λ = 8.

Por tanto para λ ≠ 0 y λ ≠ 8 el sistema es compatible y determinado, y tiene solución única.

Si λ = 0

En A = [image: image86.png]


como [image: image87.png]


= - 2  0, tenemos rango(A) = 2.

En A * =[image: image88.png]


 como [image: image89.png]


= 0, por tener la columna 2ª y 3ª proporcionales, tenemos rango(A*) = 2.

Como rango(A) = rango(A*) = 2 < nº de incógnitas, por el Teorema de Rouche el sistema es compatible e indeterminado y tiene infinitas soluciones que dependen de un parámetro.

Si λ = 8

En A = [image: image90.png]


como [image: image91.png]


= - 66  0, tenemos rango(A) = 2.

En A * =[image: image92.png]10
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 como [image: image93.png]8 8
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-(-26) -8(-16) = 154  0, rango(A*) = 3.

Como rango(A) = 2  rango(A*) = 3, por el Teorema de Rouche el sistema es incompatible y no tiene solución.

(b)

Si λ = 0 hemos visto que rango(A) = rango(A*) = 2 < nº de incógnitas, y el sistema era compatible e indeterminado y tenía infinitas soluciones. Para resolverlo tomamos dos ecuaciones y dos incógnitas principales.

Tomamos las dos primeras ecuaciones (con las que hemos calculado el menor distinto de cero).

-x + z = 0

2y + 2z = 4, 
de donde y + z = 2. 
Si z = t con t nº real, tenemos

x = t

De y + z = 2, tenemos y = 2 - t

La solución del sistema en este caso es (x,y,z) = (t, 2 - t, t) con t nº real.

10. Ejercicio 3 de la Opción B de Septiembre de 2010 (Ordinario)
[2’5 puntos] Sean las matrices
 [image: image94.png]


,
 [image: image95.png]




y [image: image96.png]


.

Calcula la matriz X que cumpla la ecuación AXB = C

Solución

[image: image97.png]



, [image: image98.png]



y [image: image99.png]


.

AXB = C

Como [image: image100.png]


, existe su matriz inversa A -1.

Como [image: image101.png]


= 1(-2+1) = -1 ≠ 0 , existe su matriz inversa B -1.

Multiplicando matricialmente la expresión AXB = C, por la izquierda por A -1 y por la derecha por B -1, tenemos

A -1.AXB. B -1 = A -1.C. B -1, de donde I2.X.I3 = A -1.C. B -1, de donde X = A -1.C. B -1, puesto que I2 e I3 son matrices identidad de orden 2 y 3.

Tenemos que resolver X = A -1.C. B -1.

Sabemos que A -1 = (1/|A|). Adj(AT), siendo AT la matriz traspuesta de A, y Adj(AT) es la matriz adjunta de AT.

Hemos visto que |A| = 1

[image: image102.png]


, [image: image103.png]


, [image: image104.png]


, por tanto [image: image105.png]


.

También podíamos haberlo calculado por Gauss

De (A|I2) si llegamos a (I2|B), B es A-1.

[image: image106.png]1011 Do (1 011 0
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, y observamos que sale lo mismo.

B -1 = (1/|B|). Adj(BT),

Hemos visto que |B| = -1

[image: image107.png]


,

 [image: image108.png]100
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, 
[image: image109.png]


,
 por tanto 
[image: image110.png]oo
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.

X = A -1.C. B -1 = 

= [image: image111.png]
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= [image: image114.png](
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= [image: image116.png](
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11. Modelo 6. Ejercicio 3 de la Opción A de Sobrantes de 2010
Considera el sistema de ecuaciones 
λx +2y + 6z = 0
2x + λy + 4z = 2
2x + λy + 6z = λ − 2
(a) [1’75 puntos] Discútelo según los valores del parámetro λ. 
(b) [0’75 puntos] Resuélvelo para λ = 2.
Solución

 (a)La matriz de los coeficientes del sistema es [image: image117.png]


y la matriz ampliada [image: image118.png]A6 A2



.
Si det(A) = |A|  0, rango(A) = rango(A*) = 3 nº de incógnitas, el sistema es compatible y determinado y tiene solución única.
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2(λ 2 – 4).
Resolvemos |A| = 0, es decir λ2 – 4= 0, de donde λ = 2 y λ = –2
Si λ ≠ 2 y λ ≠ -2, tenemos |A| ≠ 0 con lo cual rango(A) = rango(A*) = 3 = nº de incógnitas, y por el teorema de Rouche el sistema es compatible y determinado y tiene solución única.
Si λ = 2,

 [image: image120.png]


y [image: image121.png]



En A como [image: image122.png]


, tenemos rango(A) = 2
En A* como [image: image123.png]B
A= 4 2
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,tenemos rango(A*) = 2
Como rango(A) = 2 = rango(A*) < nº de incógnitas, por el teorema de Rouche el sistema es compatible e indeterminado, y tiene infinitas soluciones.
Si λ = -2,

 [image: image124.png]


y [image: image125.png]



En A como [image: image126.png]


, tenemos rango(A) = 2
En A*como [image: image127.png]260 [ B 0|Aduntos
IAl=|2 4 2[F,+F=p 10 2|primera =
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2(-40+24) ≠ 0, tenemos rango(A*) = 3
Como rango(A) = 2 ≠ rango(A*) = 3, por el teorema de Rouche el sistema es incompatible y no tiene solución.
(b) 
Nos piden resolverlo si λ = 2. 
Hemos visto que como rango(A)= 2 = rango(A*) < nº de incógnitas, por el teorema de Rouche el sistema es compatible e indeterminado, y tiene infinitas soluciones.
Como el rango es 2 utilizaremos sólo dos ecuaciones (las dos primeras, con las que hemos calculado el rango de A) y dos incógnitas principales.(las que corresponden a columnas que se encuentran en el determinante que da el r(A))
2x + 2y + 6z = 0
2x + 2y + 4z = 2. 

Tomando x = λ cualquier nº real 

tenemos  las infinitas soluciones del sistema son (x,y,z) = (λ, 3 – λ, -1) con λ nº real.
12. Modelo 6. Ejercicio 3 de la Opción B de Sobrantes de 2010
[image: image136.png]



De la matriz A = se sabe que det(A) = 4. Se pide: 

[image: image137.png]



(a) [1’25 puntos] Halla det(−3At) y det. 

Indica las propiedades que utilizas. (At es la matriz traspuesta de A). 
(b) [0’75 puntos] Calcula det(A-1.At).
(c) [0’5 puntos] Si B es una matriz cuadrada tal que B3 = I, siendo I la matriz identidad, halla det(B).
Solución
(a)
Tenemos A = [image: image128.png]


con det(A) = 4. Determinante (" det")
Sabemos que si A es una matriz cuadrada de orden "n" entonces det(k.A) = kn.det(A).
También sabemos que el det(A) = det(At)
det(−3At) = (-3)2. det(At) = 9.det(A) = 9.4 = 36.
Si en un "det" hay un nº que multiplica a una fila (columna) dicho nº sale fuera multiplicando al "det".
Si en un "det" cambiamos entre si dos filas (columnas) el "det" cambia de signo.
det[image: image129.png]


= 2.(-3). det[image: image130.png]


= 2(-3)(-1). det[image: image131.png]


= 6.4 = 24.
(b)
Sabemos que det(M.N) = det(M).det(N), siendo M y N matrices cuadradas del mismo orden.
De la definición de inversa tenemos A.A -1 = I, siendo I la matriz identidad, de la cual sabemos que det(I) = 1.
det(A.A -1) = det(I) = 1 = det(A).det(A -1), de donde det(A -1) = 1/det(A)
En nuestro caso det(A-1.At) = det(A-1).det(At) = (1/det(A) ). Det(A) = det(A) /det(A) = 4/4 = 1.
(c)
Si B3 = I, halla det(B).
B3 = B.B.B = I, luego det(B3) = det(B.B.B) = det(B). det(B). det(B) = [det(B)]3 = det(I) = 1, luego det(B) = 3√(1) = 1.
